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VIEILLISSEMENT DES POPULATIONS 
ET SYSTEME DE RETRAITlE* 

L' quilibre financier des regimes de retraite, lorsqu'une 
population vieillit ou qu'une profession decline, a Jtg une pre- 
occupation constante dans les travaux de Jean Bourgeois- 
Pichat. II y avait dejd un article sur le sujet dans Population 
en 1950 et une etude specifique du corps mgdical en 1953**. 
Le mariage avec la theorie des populations stables a donng 
une orientation originale aux travaux des Nations Unies sur 
ce point, et Jean Bourgeois-Pichat n'y etait pas etranger. On 
en retrouve des traces sous sa signature dans divers travaux, 
mais surtout dans deux articles sur le financement des 
retraites par capitalisation***. Un prolongement vers un sys- 
teme mixte repartition-capitalisation est esquissg ici et sera 
precise dans Nuevas fronteras de la demografia****. 

Le systeme capitaliste, en remundrant la detention d'un capital, pos- 
sede un puissant moyen de transfert de revenus entre deux categories de 

populations: celle qui dispose d'un capital et celle qui n'en a pas. Si la 

possession du capital est reservee a certaines generations, par exemple si 
le capital est possede par les gens ages et que les jeunes n'en possedent 
pas, il y aura, par l'intermediaire de l'interet verse aux detenteurs de ca- 
pitaux, un transfert de revenus entre les jeunes et les gens ages('). Dans 
un article publie dans la revue Population en 1978, nous avons examine 
s'il etait possible, par ce moyen, de financer les retraites(2). 

* Communication au colloque Evolution demographique et transferts sociaux, Liege, 
25 novembre 1983. 

** ?La structure de la population et la sdcurite sociale>>, Population, 3, juillet-septem- 
bre 1950. 
<Etude ddmographique du corps mddical>, La retraite, juin, octobre et ddcembre 1953. 

*** Aplicacion de la teoria de las poblaciones estables a un sistema de seguridad 
social, San Jose: CELADE, 1971. 
?Le financement des retraites par capitalisation>, Population, 6, novembre-decembre 1978. 
<Repartition du revenu national entre capital et travail. Application au financement des sys- 
temes de retraite>, Population, 1, janvier-fevrier 1979 (avec J.C. Chapron). 

**** Santiago de Chile: CELADE, 1986. 
Voir aussi D. Blanchet, <Un systeme de retraite mixte par capitalisation et par repartition 
permet-il de corriger les effets du vieillissement ?>, Population, 1, janvier-f6vrier 1988. 

(1) Le fait que le detenteur d'un capital transmet a ses descendants au moment de son 
deces une part de ce capital reprdsente, dans l'autre sens, un transfert de revenus entre ge- 
ndrations. 

(2) Population, 1978, pages 1115 a 1136. 

Population, 4-5, 1990, 803-820 



VIEILLISSEMENT ET RETRAITE 

Le retraite type n? I Jusqu'a nos jours le retraite type avait eco- 
nomise toute sa vie active. II avait place ses 

economies et, la retraite venue, vivait des interets que lui procuraient ses 
placements. S'il n'avait pas assez pour vivre, c'est qu'il avait mal gere 
sa fortune et la societe acceptait bon gre mal gre de corriger ses erreurs. 
Mais elle maintenait qu'il s'agissait bien d'erreurs. Le <<bon citoyen> de- 
vait se debrouiller tout seul en utilisant les moyens fournis par le sys- 
teme economique, c'est-a-dire la remuneration du capital. 

Et pourtant il n'est pas besoin de grands calculs pour s'apercevoir 
que ce retraite type ne peut etre qu'une exception. Pour le voir, considerons 
une population stationnaire correspondant a une mortalite faible, de l'ordre 
de grandeur de celle rencontree actuellement dans les pays industrialises. 
Nous avons fait choix : 

a) de 0 a 80 ans, de la table de mortalite feminine de niveau 24 de 
la Serie Ouest des tables de mortalite de Coale et Demeny; 

b) au-dela de 80 ans, la table precedente a ete extrapolee graphique- 
ment jusqu'a 100 ans. L'esperance de vie a la naissance de la table ainsi 
obtenue est egale a 78,0 annees. Le tableau 1 represente cette population 
stationnaire pour 100 000 naissances annuelles. 

Dans tout ce qui va suivre, nous adopterons les hypotheses simpli- 
ficatrices suivantes: 

1) L'entree en activite se fait a 20 ans et la sortie a 65 ans. Toutes 
les personnes de 20 a 64 ans travaillent et aucune personne de 65 ans et 
plus ne travaille. II en resulte, d'apres le tableau 1, qu'il y a 4 335 609,0 
travailleurs et 1 489 374,4 retraites. 

2) Chaque travailleur reqoit une remuneration annuelle S, la meme 
pour tous et les inactifs reSoivent une retraite annuelle S egale au salaire 
des actifs. La masse salariale est egale a 4 335 609,0 S et le total des 
retraites est egal a 1 489 374,4 S. 

3) Le capital de la population est egal a 5 fois la masse salariale. 
Dans ces conditions, si chaque retraite doit pouvoir vivre des interets 

de son capital, il doit posseder une somme K telle que rK = S, r etant le 
taux d'interet. Le capital total possede par les retraites est egal a: 

C = 1 489 374,4 K = 1 489 374,4- v r 
Le capital total est egal a: 

Ct = 4 335 609,0 S 
et on a: 

Cv 1 489374,4S 
Ct 4335609,OSr 

Cv 
pour r = 0,05, = 1,38. 

t 
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VIEILLISSEMENT ET RETRAITE 

TABLEAU 1. - POPULATION STATIONNAIRE, POUR 100 000 NAISSANCES ANNUELLES 
CORRESPONDANT: 

a) De 0 a 80 ans a la table type de mortalite fdminine de la Serie Ouest de Coale et Demeny 
de niveau (24) ; 

b) De 80 a 100 ans, a la table extrapolee graphiquement 

Groupe Groupes Groupes 
d'ages Effectif d'ages Effectif d'ages Effectif 

(anndes) (ann6es) (anndes) 

0-4 495 349,1 20-24 493 685,7 65-69 420 241,5 
5-9 494 875,5 25-29 492 927,0 70-74 371 327,4 

10-14 494 593,4 30-34 491 923,2 75-79 296 655,5 
15-19 494 239,2 35-39 490493,1 80-84 201 150,0 

40-44 488 223,6 85-89 137 500,0 
45-49 484 272,1 90-94 50 000,0 
50-54 477 637,6 95-99 12 500,0 
55-59 466 899,9 
60-64 449 546,8 

0-19 1 979 057,2 20-64 4 335 609,0 65-99 1 489 374,4 

Tous ages 7 804 040,6 

Ainsi le capital possede par les retraites depasse de 38 % le capital 
disponible. 

De plus, notre calcul est incomplet. On ne peut pas en effet posseder 
apres 65 ans, instantanement, un capital K. II faut s'y preparer toute sa 
vie active et en realite le capital K est constitue graduellement de 20 a 
64 ans. Tout capital possede apres 65 ans implique donc la possession d'un 
capital avant 65 ans. Si l'on ajoute ces capitaux possedes de 20 a 65 ans 
aux capitaux utilises apres 65 ans pour vivre, on depasse de bien plus de 
38 % le capital disponible. 

Le retraitd type n? 1 que nous decrivions plus haut n'est donc bien 
qu'une exception. II n'y a pas, dans une population, suffisamment de ca- 
pitaux pour que chacun puisse vivre a la retraite des interets de ses eco- 
nomies(3). 

Le retraite type n?2 II est vrai qu'il existe dans l'imagerie popu- 
laire des retraites un autre type que celui 

que nous venons de decrire. C'est celui qui utilise non seulement les in- 
terets de ses economies pour vivre a la retraite, mais ses economies 
elles-memes. On dit qu'il <<mange> son capital. Le retraite type n? 1 qui 
vit exclusivement des interets de ses economies transmet son capital par 
heritage a ses descendants tandis que celui qui mange son capital oublie 

(3) II y a bien la possibilit6 de faire appel a des capitaux dtrangers. Mais c'est la une 
solution qui ne peut pas etre gdenralisde. 
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VIEILLISSEMENT ET RETRAITE 

sa descendance. Son objectif est de ne plus rien posseder le jour de sa 
mort. C'est cet oubli de sa descendance que la societe condamne en don- 
nant un sens pejoratif a l'expression <manger son capital>; mais, nous 
venons de le voir, dans le systeme considere, ne pas manger son capital 
n'est pas a la portee de tout le monde et la plupart des retraites y se- 
raient contraints. Il est interessant de voir de combien il est possible, par 
ce moyen, d'alleger le capital necessaire au financement des retraites. 

La difficulte pour le retraite individuel est de ne pas se tromper dans 
ses calculs. Comme il ne connait pas sa duree de vie a la retraite, il va 
se garantir en supposant qu'il risque de vivre tres vieux, 100 ans par exem- 
ple. Nous aurons alors le calcul suivant: 

Soit K (65) le capital possede a 65 ans. Avec cette somme et les in- 
terets, le retraite retire chaque annee une somme S. Quelle doit etre la 
somme K (65) pour que le capital possede soit nul quand le retraite atteint 
100 ans ? A l'age 65 + x, le retraite ne possede plus que la somme K (x). 
Evaluons la variation de cette somme dans l'intervalle x a x + dx. Elle 
augmente des interets K(x)r dx et diminue du montant de la retraite S dx. 
On a donc: 

dK(x) = K(x)r dx - S dx, 
d'ou l'equation differentielle: 

K'(x) = rK(x) - S 
Pour la resoudre, posons y = e-rXK(x), 

d'oiu y' = -re-x K(x) + e-r K'(x) = e-rx [K'(x) - rK(x)] = - Se-. 

y' = - Se-rx s'integre immediatement, on obtient: 

y =-S J e-r'du+R, ou R est une constante 
0 

y=+- [e-ru]+R= -[e-rx- ]+R. r r 
Revenons a K(x) ; on a: 

erxK(x S-rx er K(x) (e 1) + R. r 
Pour x = 35, on doit avoir K(x) = 0, ce qui donne: 

_(e - 
35x 

1) + R = 0, d'ou la constante R. r 
Finalement: 

e-rxK(x) =S e-rx S S -35x S e - ---e +- r r r r 

e- rx K(x) S rx S -35x 
r r 

x) =S S r(x- 35) - - -e r r 
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VIEILLISSEMENT ET RETRAITE 

Telle est la somme que doit posseder chaque retraite d'age (65 + x) 
pour que le systeme fonctionne. 

Le tableau 2 montre comment on peut calculer le capital total poss6de 
par les retraites. Les 7 premieres colonnes du tableau servent a calculer 
pour chaque groupe d'iges la quantit 1- e r(x-35), On a adopte un taux 
d'interet de 5 %, donc r = 0,05. Dans la colonne (8) figurent les effectifs 
des personnes de 65 ans et plus. Les chiffres sont extraits du tableau 1. 
La colonne (9) est le produit des colonnes (7) et (8). 

Le capital total possede par les retraites est egal a 1 013 583,7- et 
r 

le rapport entre le capital des retraites et le capital total s'etablit a: 

1 013583,7S _93 
4335609 r= 0,935avec r = 0,05. 4 335 609,0Sr 

Le capital possede par les personnes de 65 ans et plus est moins eleve 
que dans le cas pr6cedent du retraitd type n? 1. En mangeant son capital 
on aboutit evidemment a une solution qui est moins gourmande en capitaux. 
Mais ces capitaux sont encore tres importants puisqu'ils ne sont inf6rieurs 
que de 6,5 % au capital disponible. Si l'on tient compte du fait que tout 
capital possede apres 65 ans suppose la possession d'un capital avant 
65 ans, on est force de conclure, comme dans le cas precedent du retraite 
type n? 1, a l'impossibilite de fonctionnement du systeme. 

TABLEAU 2. - CALCUL DU CAPITAL TOTAL POSSEDI PAR LES RETRAITES DANS LE CAS DU 
RETRAITE TYPE N? 2 

Groupe Age x = (Age) x- 35 r(x-35) e(x35) I-er(x35) Population (8) x (7) 
d'ages mddian - 65 

(annees) 
(1) (2) (3) (4) (5) (6) (7) (8) (9) 

65-69 67,5 2,5 -32,5 -1,625 0,19691 0,80309 420 241,5 337 491,7 
70-74 72,5 7,5 -27,5 -1,375 0,25284 0,74716 371 327,4 277 441,0 
75-79 77,5 12,5 -22,5 -1,125 0,32465 0,67535 296 655,5 200 346,3 
80-84 82,5 17,5 -17,5 -0,875 0,41686 0,58314 201 150,0 117 298,6 
85-89 87,5 22,5 -12,5 -0,625 0,53526 0,46474 137 500,0 63 901,8 
90-94 92,5 27,5 - 7,5 -0,375 0,68729 0,31271 50000,0 15635,5 
95-100 97,5 32,5 - 2,5 -0,125 0,88250 0,11750 12500,0 1468,8 

1 013 583,7 

Les retraites collectives Supposer que toute personne atteignant 65 ans 
par capitalisation va vivre jusqu'a 100 ans est evidemment tres 

couteux en capital. II vient tout de suite A l'es- 
prit de mettre en commun les capitaux possedes par les personnes de 65 ans 
et plus et c'est alors la vie moyenne a 65 ans qu'il va falloir prendre en 
compte, soit, dans le cas consider6, 17,1 au lieu des 35 ans s6parant 65 ans 
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VIEILLISSEMENT ET RETRAITE 

de 100 ans. C'est le probleme que nous avons traite dans l'article cite en 
re6frence. Rappelons le principe de notre analyse. 

Nous supposons l'existence d'une caisse nationale de retraite unique, 
recevant de chaque travailleur une cotisation proportionnelle a son salaire. 
Soit kS. Les sommes ainsi recueillies sont placees sur le marche des ca- 
pitaux et reqoivent donc un interet. Le capital amasse est inscrit au compte 
de chaque generation. Quand une generation atteint 65 ans, la somme 
qu'elle possede est utilisee pour payer une retraite S aux survivants et cela 
jusqu'a l'extinction complete de la generation. La cotisation k est choisie 
de telle faqon que le capital possede par la generation soit nul quand dis- 
parait le dernier survivant. C'est le systeme decrit dans le cas du retrait6 
type n? 2, mais cette fois les experiences individuelles sont mises en 
commun. 

Avec ce systeme il est possible de calculer non seulement le capital 
possede par les personnes de 65 ans et plus, mais aussi le capital possede 
par les generations qui n'ont pas encore atteint 65 ans. Le capital possede 
par les personnes de 65 ans et plus est inf6rieur a ce qu'il etait dans les 
deux cas precedents, mais on avait alors signal6 que les calculs effectues 
dans ces deux cas ignoraient le capital possede avant 65 ans. Cette fois il 
est possible de prendre en compte ce capital, si bien que le resultat final 
conduit a nouveau a la necessite de posseder un capital qui d6passe le 
capital disponible, du moins dans les conditions de faible mortalite et faible 
f6condite. Nous etions donc arrives a conclure a l'impossibilite de fonc- 
tionnement du systeme. 

La remuneration du capital apparalt donc comme un mauvais moyen 
pour faire marcher un systeme de retraite et c'est donc l'autre systeme, 
le systeme par repartition, qui sort vainqueur de cette analyse. On connait 
le principe d'un tel systeme. II consiste a partager dans l'instant (en pra- 
tique dans l'annee) la production entre travailleurs et retraites. La caisse 
de retraite reqoit de chaque travailleur une cotisation proportionnelle a son 
salaire, hS, et les sommes recueillies dans l'annee sont immediatement ver- 
sees aux retraites. Dans la population du tableau 1, la cotisation est egale a: 

h Retraites 1 489 374,4 
Travailleurs 4395609,0 ' 

La condamnation du systeme de capitalisation est-elle vraiment sans 
appel ? On ne peut s'empecher de penser qu'en abandonnant le systeme 
on se prive d'un moyen qui a des proprietes tres utiles. D'abord il divise 
en deux parties la cotisation a payer par chaque travailleur. Une part directe 
representee par le versement a la caisse et une part indirecte payee par 
l'intermediaire de la remuneration du capital. Cette part indirecte est re- 
lativement indolore pour le travailleur. Elle est incorpor6e dans les prix 
des marchandises. Dans la population du tableau 1, il faudra toujours pre- 
lever au total 34,4 % du salaire, mais une part seulement sera reellement 
ressentie comme une cotisation. De plus le systeme par capitalisation est 
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VIEILLISSEMENT ET RETRAITE 

un puissant moyen de collecter des sommes a investir. La caisse d'un tel 
systeme devient en realite une banque d'investissement qui n'a pas besoin 
de chercher des epargnants. Ceux-ci lui sont en quelque sorte donnes par 
la loi. N'y aurait-il pas place pour un systeme de retraite qui fonctionnerait 
a la fois en capitalisation et en repartition ? C'est ce que nous voudrions 
examiner maintenant. 

Nous allons reprendre le modele utilise dans l'article cite en reference 
et que nous avons decrit plus haut, et nous allons suivre a partir de son 
debut l'instauration d'un systeme de retraite collective par capitalisation. 
Nous verrons s'accroitre le capital possede par la caisse, et pendant un 
certain temps cet accroissement ne posera pas de difficultes. A un moment 
donne nous constaterons que le capital possede par la caisse atteint le ca- 
pital national et c'est la que les difficultes commenceront(4). Nous les igno- 
rerons, en supposant par exemple que la caisse fait appel a des capitaux 
etrangers. Cela nous permettra de pousser le calcul jusqu'a ses ultimes 
conclusions. 

Le compte d'une gerneration Nous commencerons par rappeler 
les formules donnant le compte 

d'une generation en fonction de son age. 
Considerons donc une generation d'age x, compris entre 20 et 65 ans. 

Une somme s(x) est inscrite a son compte. Soit p(x) la fonction de survie. 
De x a x + dx les p(x) survivants de la generation versent leur cotisation 
kS p(x)dx. De plus la caisse qui a investi la somme s(x) regoit un interet 
r s(x)dx. La variation de s(x) de x a x + dx est donc egale a: 

d s(x) = kS p(x)dx + r s(x)dx, 
ce qui s'ecrit: 

s'(x) = r s(x) + kS p(x). 
Q'est une equation diff6rentielle du meme type que celle que la consi- 

deration du retraite type n? 2 nous avait amene a ecrire. On la resout en 
posant y = e-rx s(x) et on obtient finalement: 

s(x) = kSerX e-rUp(u)du. 
f20 (1) 

Cette formule est valable pour x variant de 20 d 65 ans. 

Apres 65 ans, la situation est diff6rente. II n'y a plus de cotisation 
mais au contraire le paiement d'une retraite. De x a x + dx le capital pos- 
se6d par les survivants s'accroit toujours des interets s(x)r dx et il diminue 
de S p(x)dx. On a donc: 

d s(x) = s(x)r dx- S p(x)dx. 

(4) En fait, dans la realit6 les difficultes commenceront bien avant le moment oi la 
caisse de retraite possede tout le capital. II suffit qu'une fraction importante du capital national 
soit possedde par la caisse. On ne voit pas en effet comment une telle fraction pourrait etre 
concentr6e dans une seule caisse. Ce n'est guere compatible avec le fonctionnement du systeme 
capitaliste. 
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x 65 
TABLEAU 3.- CALCUL DE I (X)= erx e-rp (u) du DE 20 A 65 ANS ET I (X)= e x e- 

ru 
p (u) du DE 65 A 100 ANS 

20 20 

Groupe |a+5 Age mddian eu (u) e-p (u) du x erx (x) 
d'ages (u)du ) a p avec r =0,05 

(a), (a+5) a+5 
=J e p(u)du 

a 

(1) (2) (3) (4) (5) (6) (7) (8) (9) 

20-24 493 685,7 22,5 0,32465 160 276,3 160 276,3 25 3,49034 559 419,2 
25-29 492 927,0 27,5 0,25284 124 631,5 284 907,8 30 4,48169 1 276 868,1 
30-34 491 923,2 32,5 0,19691 96 865,4 381 773,2 35 5,75460 2 196 953,1 
35-39 490 493,1 37,5 0,15335 75 219,5 456 992,7 40 7,38906 3 376 744,7 
40-44 488 223,6 42,5 0,11943 58 310,0 515 302,7 45 9,48774 4 889 055,9 
45-49 484 272,1 47,5 0,09361 45 044,3 560 347,0 50 12,18249 6 826 423,9 
50-54 477 637,6 52,5 0,07244 34600,0 594 947,0 55 15,64263 9 306 536,9 
55-59 466 899,9 57,5 0,05642 26 430,7 621 287,7 60 20,08554 12 478 897,0 
60-64 449 546,8 62,5 0,04394 19751,7 641 039,4 65 25,79034 16 532 624,0 

65-69 641 039,4 70 33,11545 21 228 309,5 
70-74 641 039,4 75 42,52108 27 257 688,9 
75-79 641 039,4 80 54,59815 34 999 565,3 
80-84 641 039,4 85 70,10541 44 940 331,5 
85-89 641 039,4 90 90,01713 57 704 527,8 
90-94 641 039,4 95 115,58428 74094080,4 
95-99 641 039,4 100 148,41316 95 138 682,5 

colonne (2): integrale de la fonction de survie dans chaque groupe d'ages, pour 100 000 naissances (nombres identiques a ceux du tableau 1). 
colonne (3) a ge median u de chaque groupe d'ages. 

ea+5 
colonne (5) : produit de la colonne (2) par la colonne (4). C'est une approximation pour J+ e- rp (u) du. 

a 

colonne (6) :c'est la colonne (5) cumulee par le haut. C'est donc l'integrale J e~ np (u) du oui x est indique dans la colonne (7). 

colonne (7) : x est la fin de chaque groupe d'ages. 
colonne (9): c'est le produit de la colonne (6) et de la colonne (8). 

Na : Au-d65 ans, on vot apa colonn nombre const 
Nota : Au-dela de 65 ans, on voit apparaltre dans la colonne (6) un nombre constant 6gal f e ru p (u) du. 

20 

00 

C 

< 

F 

m 

'a 

toi 
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VIEILLISSEMENT ET RETRAITE 

D'ou l'equation diff6rentielle: 

s'(x) = r s(x)- S p(x). 
Pour la resoudre, on pose toujours y = e-r s(x) et on trouve finale- 

ment: 
Ix ,65 

s(x) = - Serx e- rUp(u)du + k Ser e rup(u)du . 
65 0 

(2) 

Cette formule est valable pour x variant au-dessus de 65 ans. 
Nous allons calculer les integrales : 

x X 

I(x) = er erup(u)du et K(x)=e e e- ru p(u)du 
20 65 

dans les conditions de mortalite du tableau 1. 
Le tableau 3 donne le calcul de I(x) et le tableau 4 le calcul de K(x). 

La signification des diverses colonnes est indiquee en note dans les ta- 
bleaux. 

TABLEAU 4. - CALCUL DE K (x) = e rx eru p (u) du 
65 

Groupe d'ges a'5 Age median e-u a+5 
(a), (a + 5) Ja (u) () eJ p(u) du 

a 
a+5 

= e up(u) du(5) 
(1) (2) (3) (4) a 

65-69 420 241,5 67,5 0,03422 14 379,9 
70-74 371 327,4 72,5 0,02665 9895,5 
75-79 296 655,5 77,5 0,02075 6156,9 
80-84 201 150,0 82,5 0,01616 3251,3 
85-89 137 500,0 87,5 0,01259 1730,9 
90-94 50 000,0 92,5 0,00980 490,2 
95-99 12 500,0 97,5 0,00764 95,4 

Groupe d'ages eru(du x er K(x) 
(a), (a + 5) 65 

(1) (6) (7) (8) (9) 

65-69 14379,9 70 33,11545 476 196,9 
70-74 24275,4 75 42,52108 1 032 216,3 
75-79 30 432,3 80 54,59815 1 661 547,3 
80-84 33683,6 85 70,10541 2 361 402,7 
85-89 35414,5 90 90,01713 3 187911,7 
90-94 35 904,7 95 115,58428 4 150 019,1 
95-99 36000,1 100 148,41316 5 342 888,6 

Memes indications que dans le tableau 3. 
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Les 45 premieres annees d'un Imaginons done maintenant qu'une na- 
systWme de retraites collectives tion decide d'etablir a partir d'un ins- 

par capitalisation tant zero un systeme de retraites 
collectives par capitalisation. A l'ins- 

tant zero les personnes qui atteignent 20 ans commencent a cotiser. L'ann6e 
suivante une nouvelle generation entre dans la caisse et 5 ans plus tard il 
y a 5 generations qui cotisent. La caisse possede alors un capital 6gal a 

,25 

kSJ I(x)dx = C(5); 5 ans plus tard le capital possede par la caisse est 
20 

30 

C(10) = kS J I(x)dx et ainsi de suite jusqu'a 45 ans apres le point de depart. 
20 

65 

A ce moment-la, la caisse possede C (45) = kS J I(x)dx. 
20 

45 ans apres le point de depart la caisse commence a payer une 
retraite a ceux qui ont commence a cotiser 45 ans plus t6t. Nous verrons 
dans un instant les effets produits par le paiement de cette retraite sur le 
capital total possede par la caisse. Nous allons nous arreter un moment 
sur les 45 premieres annees du systeme. 

Nous allons calculer l'integrale J(x)= I(x)dx. Nous lui donnerons 
0 

le nom de <coefficient de capital?. Il suffit en effet de multiplier J(x) par 
kS pour avoir le capital possede (x - 20) ans apres le debut du systeme. 
D'oiu son nom. Le tableau 5 donne le detail du calcul de J(x). Dans ce 
tableau nous ignorons pour l'instant les chiffres situes au-dessus de 65 ans. 
Pla,ons-nous a une certaine duree apres le point de depart du systeme. 
Par exemple 20 ans apres le depart. Le capital total possede par la caisse 
est egal a J(40)kS, soit 28 608 063,8 kS. La remuneration annuelle de ce 
capital est 28 608 063,8 kSr = 1 430 403,2 kS. 

Passage de la capitalisation Imaginons que la caisse d6cide a ce mo- 
a la repartition ment d'abandonner le systeme de capita- 

lisation et qu'elle passe en repartition. 
Elle annonce que dorenavant tous les travailleurs vont cotiser et non plus 
seulement les 20 gen6rations qui ont atteint 20 ans dans les 20 dernieres 
annees. En contrepartie une retraite S sera immediatement versee a chaque 
personne de 65 ans et plus. Pour eviter tout changement brusque, la caisse 
a evidemment interet a conserver en r6partition la meme cotisation kS 
qu'elle avait adoptee en capitalisation. On a alors le calcul suivant: 

Les 4 335 609,0 travailleurs vont verser dans l'ann6e a la caisse une 
somme egale a 4 335 609,0 kS. De plus, la caisse regoit une remuneration 
de son capital egale a 1 430403,2 kS. En tout, la caisse reSoit 
5 766 012,2 kS et avec cette somme elle doit payer une retraite S a chacune 
des 1 489 374,4 personnes de 65 ans et plus. Les depenses totales sont 
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TABLEAU 5. - CALCUL DU COEFFICIENT DE CAPITAL J (x) = I(x) dx ET DU COEFFICIENT 
20 

DE REMUNERATION DU CAPITAL rJ (x) AVEC r = 0,05 

Groupe d'ages a+5 Coefficient de Coefficient de r- x 
(a), (a +5) (x) dx 

Capital :J (x) munration de 
Capital :rJ (x) 

r = 0,05 

(1) (2) (3) (4) (5) 

20-24 1 398 548,0 1 398 548,0 69 927,4 25 
25-29 4 590 718,3 5 989 266,3 299 463,3 30 
30-34 8 684 553,0 14 673 819,3 733 691,0 35 
35-39 13 934 244,5 28 608 063,8 1 430 403,2 40 
40-44 20 664 501,5 49 272 565,3 2 463 628,3 45 
45-49 29 288 699,5 78 561 264,8 3 928 063,2 50 
50-54 40 332 402,0 118 893 666,8 5 944 683,3 55 
55-59 54 463 584,7 173 357 251,5 8 667 862,5 60 
60-64 74 528 802,5 245 886 054,0 12 294 302,7 65 

65-69 94 402 333,8 340 288 387,8 17 014 419,4 70 
70-74 121 214 996,0 461 503 383,8 23 075 169,8 75 
75-79 155 643 135,5 617 146 519,3 30 857 326,0 80 
80-84 199 849 742,0 816 996 261,3 40 849 813,1 85 
85-89 256 612 148,3 1 073 608 409,6 53 680 420,5 90 
90-94 329 496 520,5 1 403 104 930,1 70 155 246,5 95 
95-99 423 081 907,2 1 826 186 837,3 91 309 341,9 100 

colonne (2) : Int6grale de I(x) dans chaque groupe d'ages. Exemples : Pour le groupe 20-24 ans on a: 
J25 0 + 559 419,2 f I (x) dx = x 5 =1 398 548,0 
20 2 

Pour le groupe d'ages 35-39 ans on a: 
40 2 196 953,1 + 3 376 744,7 
35 2 

x 5 13934244,5 

colonne (3): colonne (2) cumulee par le haut 
colonne (4): produit de la colonne (3) par r = 0,05 
colonne (5): fin de chaque groupe d'ages 

donc 6gales a 1 489 374,4 S. En 6galisant les recettes et les d6penses, on 
trouve: 

1 489 374,4 = 0,2583. 
5 766012,2 

Si la caisse avait decide des le depart de fonctionner en repartition, 
nous avons vu plus haut qu'elle aurait dui demander une cotisation egale 
a 0,344. En diff6rant de 20 ans le passage a la repartition, donc en capi- 
talisant pendant 20 ans, elle peut 20 ans apres le point de d6part servir la 
meme retraite en ne demandant qu'une cotisation egale a 0,2583. Le prix 
paye a ete que pendant 20 ans aucune retraite n'a 6te servie. 

Une fois determinee la cotisation kS on peut calculer le capital total 
possede par la caisse. Dans le cas consid6re, il etait 6gal a 
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28 608 063,7 x 0,2583 = 7 389 462,9. Il represente donc une fraction du 
capital total disponible egale a: 

7 389462,9 S 34 
21 678 095 S 
Le calcul que nous venons de faire 20 ans apres le point de depart 

peut se repeter a diverses durees. Les tableaux 7 et 8 donnent ces divers 
calculs, qui sont illustr6s par le graphique 1. II y a deux courbes sur ce 
graphique, la courbe de la cotisation individuelle (k) et le pourcentage du 
capital disponible poss6de par la caisse. Rappelons que pour l'instant nous 
nous limitons aux 45 premieres anndes du systeme. La partie du graphique 
a droite de l'abscisse 45 ans n'est pas a considerer. La courbe de la coti- 
sation individuelle part a l'instant z6ro de la cotisation en repartition pure 
(34,4 %). Puis elle diminue au fur et a mesure qu'on ajourne la repartition 
et 45 ans apres le point de depart elle n'est plus que de 9 %. 

Temps de passage a la repartition (annees) 

Graphique 1. - Cotisation individuelle et pourcentage du capital dis- 
ponible possede par la caisse en fonction du temps de passage a 

ia repartition. 
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La fraction du capital disponible poss6de par la caisse suit une evo- 
lution inverse. Elle est nulle au depart et s'accrolt avec la dur6e du passage 
a la repartition. A 43 ans elle atteint 100 %: tout le capital disponible est 
possede par la caisse et le systeme ne peut plus fonctionner sans faire 
appel a des capitaux 6trangers. 

TABLEAU 6. - CALCUL DU COEFFICIENT NEGATIF DE CAPITAL APRES 65 ANS 
rx 

H (x) = K (x) dx ET DU COEFFICIENT DE REMUNERATION NEGATIF 
65 

DE CAPITAL rH (x)uyt 

Groupe d'ages 
a K () Coefficient Coefficient negatif x 

(a) (a + 5) a 
x 

ndgatif de capital de r6mundration 
H (x) de capital 

rH (x) 
(1) (2) (3) (4) (5) 

65-69 1 190492,25 1 190492,25 59524,6 70 
70-74 3 771 033,00 4 961 525,25 248 076,2 75 
75-79 6 734 409,00 11 695 934,25 584 796,7 80 
80-84 10057 375,00 21 753 309,25 1087 665,5 85 
85-89 13 873 286,00 35 626 595,25 1 781 329,8 90 
90-94 18 344 822,00 53 971 422,25 2 698 571,1 95 
95-99 23 732 269,25 77 703 691,50 3 885 184,6 100 

Memes indications que dans le tableau 5. 

Le systeme au-deli des Voyons maintenant ce qui se passe si la caisse 
45 premieres annees ne decide pas de passer a la repartition avant 

45 ans. Pour calculer le capital poss6d6 par 
la caisse, il faut alors appliquer la formule (2) au lieu de la formule (1). 
Dans cette formule (2) il y a un terme positif et un terme negatif. 

Le terme positif est de meme nature que l'integrale I(x): 

de 0 a 65 ans on a I(x)= erx e-up(u)du. 
20 

Apres 65 ans, on posera que I(x) est identique au terme positif de 
la formule (2). On a donc: 

65 
Apres 65 ans I(x) = erx e-rUp(u)du. 

20 

C'est de cette facon qu'on a compl16t apr6s 65 ans les tableaux 3 et 
5. 

Le terme negatif est l'integrale K(x) du tableau 4. 

Pla,ons-nous plus de 45 ans apres le point de depart, par exemple a 
55 ans. Le capital possed6 par la caisse est alors egal a: 

75 75 
C(55) = kS I I(x)dx - S 6 K(x)dx. 

0 65 
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Nous voyons apparaitre l'integrale J K(x)dx, a laquelle nous donne- 
65 

rons le nom de <<coefficient negatif du capital?. Son calcul est donne dans 
le tableau 6: a l'aide des tableaux 5 et 6, on peut alors calculer C(55). 

On a: 

C(55) = kS 461 503 383,8- S 4 961525,2. 
T T 

tableau 5 tableau 6 
colonne (3) colonne (3) 

Imaginons que la caisse decide a ce moment de passer en repartition. 
Elle a alors comme recettes: 

l'interet du capital rC(55), auquel s'ajoutent les cotisations de tous les 
travailleurs : 4 335 609,0 kS. 

Elle a comme depenses: 
les retraites versees: 1 489 374,4 S. 

On a alors le calcul suivant: 
kS 461 503 383,8 x0,05 -S 4 961 525,2 x 0,05 +kS4 335 609,0 = 1489 374,4 S. 

D'ou l'on tire : 
k = 0,0634. 
Le tableau 7, dans sa partie inf6rieure, apres 65 ans, donne le meme 

calcul pour divers temps de passage l la rdpartition. On est alld jusqu'a 
80 ans apres le point de depart. Les personnes qui ont commence a cotiser 
a 20 ans a l'instant zero ont alors atteint 100 ans. On peut admettre que 
le systeme collectif par capitalisation est alors completement instaure. Tout 
le monde cotise et tout le monde regoit une retraite. II devient alors in- 
different de continuer la capitalisation ou de passer en repartition. Le re- 
sultat est le meme. 

Connaissant la cotisation k on peut, comme avant 65 ans, calculer le 
capital possedE par la caisse. C'est l'objet de la partie inf6rieure du 
tableau 8. On peut alors completer le graphique 1 apres 65 ans. 

Le passage a la repartition Considerons un systeme de 
80 ans apres le point de depart retraites collectives par capitali- 

et le systeme collectif par sation dans lequel la cotisation 
capitalisation en vitesse de croisiere kS est determinee de telle fagon 

que le capital possede par le 
dernier survivant de chaque genEration soit nul. Plagons-nous dans une 
population stationnaire et supposons que le syst~me marche A plein. Le 
capital total possede par la caisse demeure lui aussi stationnaire. Les 
retraites sont payees en prelevant sur le capital possede par les per- 
sonnes a la retraite. Les cotisations pay6es par les travailleurs et la re- 
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TABLEAU 7. - CALCUL DE LA COTISATION INDIVIDUELLE (k) SUIVANT LE TEMPS DE PASSAGE A LA RIPPARTIT1ON 

Groupe Temps de Intdr8t Cotisations Recette totale Retraite k (%) 
d'Ages passage A la totales (charges) 

rdpartition 
(annaes) 

(1) (2) (3) (4) (5) (6) (9) 

20-24 5 69 927,4kS 4335 609,OkS 4 405 536,4kS 1 489 374,5S 33,81 
25-29 10 299 463,3kS 4 335 609,OkS 4 635 072,3kS 1 489 374,5S 32,13 
30-34 15 733 691,OkS 4335 609,OkS 5 069 300,OkS 1 489 374,5S 29,38 
35-39 20 1 430 403,2kS 4335 609,OkS 5 766 012,2kS 1 489 374,5S 25,83 
40-44 25 2 463 628,3kS 4 335 609,OkS 6 799 237,3kS 1 489 374,5S 21,91 
45-49 30 3 928 063,2kS 4 335 609,OkS 8 263 672,2kS 1 489 374,SS 18,02 
50-54 35 5944 683,3kS 4335 609,OkS 10 280 292,3kS 1 489 374,SS 14,49 
55-59 40 8667 862,5kS 4335 609,OkS 13 003 471,5kS 1489 374,5S 11,45 
60-64 45 12 294 302,7kS 4 335 609,OkS 16 629 911,7kS 1 489 374,5S 8,96 

D6capita1isation Charges totales k (%) 
(7) (8) (9 bis) 

65-69 50 17014 419,4kS 4335 609,OkS 21 350 028,4kS 1 489 374,SS 59 524,6S 1 548 899,1S 7,25 
70-74 55 23 075 169,2kS 4 335 609,OkS 27 410 778,2kS 1 489 374,5S 248 076,2S 1 737 450,7S 6,34 
75-79 60 30 857 326,OkS 4 335 609,OkS 35 192 935,OkS 1 489 374,SS 584 796,7S 2 074 171,2S 5,89 
80-84 65 40 849 813,lkS 4 335 609,OkS 45 185 422, IkS 1 489 374,5S 1 087 665,SS 2 577 040,OS 5,70 
85-89 70 53 680 420,5kS 4 335 609,OkS 58 016 029,5kS 1 489 374,5S 1 781 329,8S 3 270 704,3S 5,64 
90-94 75 70 155 246,5kS 4335 609,OkS 74 490 855,5kS 1 489 374,5S 2 698 571,1S 4 187 945,6S 5,62 
95-99 80 91 309 341,9kS 4335 609,OkS 95 644 950,9kS 1 489 374,5S 3 885 184,6S 5 374 559,15 5,62 

colonne (3): coefficients de rdmundration du capital (chiffres de la colonne (4) du tableau S multiplitds par kS) 
colonne (4): nombre des personnes de 20 ' 64 ans multiplid par kS 
colonne (5): colonne (3) + colonne (4) 
colonne (6): nombre des personnes de 65 ans et plus multiplid par S 
colonne (9) : colonne (6) divisde par la colonne (5) 
colonne (7) au-delA de 65 ans : coefficient n6gatif de r6mundration du capital (chiffre de la colonne (4) du tableau 6 multiplid par S) 
colonne (8): colonne (6) + colonne (7) 
colonne (9 bis) : colonne (8) divis6e par la colonne 5. 
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TABLEAU 8. - CALCUL DU CAPITAL POSSED! PAR LA CAISSE AU MOMENT DU PASSAGE A LA REPARTITION 

Groupe Coefficient de Cotisation Capital poss6- Capital Pourcentage Temps de 
d'ages Capital: J(x) individuelle d6 par la caisse disponible du capital passage A la 

(k) (en salaire S) (en salaire S) possede repartition 
par la caisse (annees) 

(1) (2) (3) (4) (5) (6) (7) (8) (9) 

20-24 1 318 548,0 33,81 472 849,0 21 678 095 2,2 5 
25-29 5 989 266,3 32,13 1 924 351,3 21 678 095 8,9 10 
30-34 14673819,3 29,38 4311 168,1 21678095 19,9 15 
35-39 28 608 063,8 25,83 7 389 462,9 21 678 095 34,1 20 
40-44 49 272 565,3 21,91 10 795 619,1 21 678 095 49,8 25 
45-49 78 561 264,8 18,02 14 156 739,9 21 678 095 65,3 30 
50-54 118 893 666,8 14,49 17 227 692,3 21 678 095 79,5 35 
55-59 173357251,5 11,45 19849405,3 21678095 91,6 40 
60-64 245 886 054,0 8,96 22 031 390,4 21 678 095 101,6 45 

65-69 340 288 387,8 7,25 24670908,1 1 190 492,3 23480415,8 21 678 095 108,3 50 
70-74 461 503 383,8 6,34 29 259 314,5 4961 525,2 24297 789,3 21 678 095 112,1 55 
75-79 617 146519,3 5,89 36349930,0 11 695934,3 24653995,7 21678095 113,7 60 
80-84 816996261,3 5,70 46568786,9 21753309,2 24815477,7 21678095 114,5 65 
85-89 1 073608409,6 5,64 60551 514,3 35626595,3 24924919,0 21 678095 115,0 70 
90-94 1 403 104 930,1 5,62 78 854 497,1 53 971 422,2 24 883 079,9 21 678 095 114,8 75 
95-99 1 826 186 837,3 5,62 102 631 700,2 77 703 691,5 24 928 008,7 21 678 095 115,0 80 

colonne (2): coefficient de capital J(x) de la colonne (3) du tableau 5 
colonne (3): cotisation individuelle (k) des colonnes (9) du tableau 7 
colonne (4): colonne (2) multipliee par la colonne (3) 
colonne (5): coefficient negatif de capital H(x) de la colonne (3) du tableau 6 
colonne (6): colonne (4) - colonne (5) 
colonne (7): nombre des personnes de 20 a 64 ans multipli6s par 5 (le capital disponible est supposgal fois le revenu total) 
colonne (8): colonne (4) avant 65 ans et colonne (6) apres 65 ans divisees par la colonne (7). 
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VIEILLISSEMENT ET RETRAITE 

muneration du capital servent a reconstituer les prel1vements sur le capi- 
tal utilis6s pour payer les retraites. 

Examinons maintenant le cas ou l'on passe en r6partition a une dur6e 
telle que tous les travailleurs cotisent et que tous les retrait6s reqoivent 
une retraite (pratiquement 80 ans apres le point de depart); on est aussi 
dans une situation ou le capital reste invariable: c'est le capital accumule 
pendant les 80 annees pr6cedentes. II ne s'accroit plus puisqu'on cesse de 
capitaliser. Les cotisations des travailleurs et la rdmun6ration du capital 
servent a payer les retraites. 

Qu'on preleve sur le capital pour payer les retraites et qu'on utilise 
les recettes pour le reconstituer, ou qu'on ne preleve pas sur le capital 
mais qu'on utilise les recettes pour payer les retraites revient exactement 
au meme. Autrement dit, passer a la repartition au bout de 80 ans ou fonc- 
tionner en capitalisation de groupe de telle facon que le capital possed6 
par chaque generation soit nul quand le dernier survivant disparait sont 
deux systemes equivalents. 

Sur le graphique 1, le point A correspond a la r6partition pure des 
l'instant zero; le point B correspond a la capitalisation collective pure. 
Dans l'article precedent, cite en ref6rence, nous avons discute en detail 
les diverses positions des points (A) et (B) quand variaient les conditions 
demographiques et le taux d'interet. Nous voyons bien maintenant qu'il 
existe des situations interm6diaires. 

Conclusion Ces situations intermediaires pourraient etre etu- 
di6es comme l'ont ete les situations extremes dans 

l'article cite en ref6rence. II faudrait reprendre les memes calculs a partir 
d'autres tables de mortalit6 et d'autres taux d'interet pour voir comment 
les resultats auxquels nous sommes parvenus sont influenc6s par des chan- 
gements dans les conditions de mortalite et dans la r6muneration du capital. 
II faudrait aussi ne pas se borner a des populations stationnaires et consi- 
derer des populations stables de divers taux d'accroissement: dans ce cas 
le capital possede par la caisse devra s'accroltre au meme taux que la 
population. Quand la decision de passer en r6partition sera prise, il faudra 
donc continuer d'utiliser une fraction des cotisations pour accroitre le ca- 
pital. Une telle etude ne pose pas de difficultes. Ce n'est qu'une question 
de calculs analogues a ceux qui precedent et les series de populations sta- 
bles de Coale et Demeny donnent tous les 6elments pour executer ces cal- 
culs. 

Plus inquietant est sans doute l'adequation du modele utilise a la 
realite. En supposant indefiniment le meme salaire pour tous, on ignore 
le progres technique. Or, en r6alit6 le salaire reel, a prix constant, augmente 
sous l'effet de ce progres et les cotisations vers6es a 20 ans ne sont pas 
les memes que celles vers6es a 40 ans qui different elles-memes de celles 
vers6es a 60 ans. Cela veut dire que le capital poss6d6 par une generation 
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820 VIEILLISSEMENT ET RETRAITE 

a un age donne est une moyenne h6terogene de capitaux accumul6s a di- 
verses 6poques et par consequent de valeurs diverses. 

II faut aussi tenir compte du fait que le capital n'est pas eternel. II 
faut l'amortir et le remplacer. 

Enfin, il y a le redoutable effet de l'inflation qui dans le passe a 
deteriore les systemes par capitalisation au point que la plupart ont fait 
faillite. 

Nous voudrions conclure, toutefois, sur une note optimiste. Pour un 
pays qui ne possede pas de systeme de retraite, demarrer en capitalisation 
pendant, par exemple, une vingtaine d'annees et passer ensuite a la repar- 
tition est une solution seduisante. Nous pensons que notre modele, quelque 
rudimentaire qu'il soit, montre qu'une telle solution peut etre adoptee sans 
difficultes majeures. Dans la realite, les durees, les cotisations et les ca- 
pitaux seront sans doute differents des valeurs tirees du modele. Mais, les 
ordres de grandeurs seront conserves. 

Jean BOURGEOIS-PICHAT 
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